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ABSTRAK  

 

Sejarah Artikel: Analisis data uji hidup adalah metode statistik yang digunakan untuk mempelajari waktu hingga 

terjadinya suatu peristiwa, seperti kematian atau kegagalan. Data yang dijelaskan sering kali berupa data 
tersensor di mana informasi mengenai waktu suatu kejadian tidak sepenuhnya tersedia. Tujuan penelitian 

ini adalah untuk mengestimasi parameter distribusi Rayleigh pada sampel tersensor tipe II menggunakan 

metode likelihood maksimum. Dalam melakukan estimasi interval kepercayaan dilakukan dengan 

melakukan transformasi variabel distribusi Rayleigh dengan parameter (λ) dibawah kasus tersensor tipe 

II menjadi variabel distribusi eksponensial dengan parameter (𝜆2) yang saling bebas. Pada penerapannya 

terhadap sampel pengamatan 24 mesin pengemas diperoleh nilai duga parameter 𝜆2 = 297.7565 

sehingga nilai duga untuk 𝜆 = 17.25562. 
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1. Pendahuluan 

Konsep dasar teori probabilitas dan statistika adalah sebuah fungsi yang memberikan nilai numerik 

(probabilitas) pada suatu peristiwa. Sebuah "peristiwa" dalam konteks ini adalah segala keadaan yang dapat terjadi, 

termasuk yang disebut sebagai "peristiwa kosong" yaitu suatu keadaan yang tidak mungkin terjadi. Probabilitas ini 

memungkinkan kita untuk mengukur dan memahami tingkat keyakinan atau kejadian suatu peristiwa dalam suatu 

konteks. Dengan demikian, teori probabilitas dan statistika memberikan landasan matematis untuk analisis dan 

interpretasi data, memungkinkan kita membuat keputusan informasional dan membuat estimasi berdasarkan bukti 

empiris yang ada (Gaifman dan Snir, 1982). 

Salah satu fungsi utama statistika adalah menemukan pemodelan statistik yang efisien untuk peristiwa 

kehidupan alam dalam bentuk distribusi probabilitas yang diketahui. Distribusi probabilitas digunakan untuk 

memodelkan fenomena kehidupan alam yang bercirikan ketidak pastian dan risiko. Banyak distribusi probabilitas 

yang diturunkan karena fenomena kehidupan alam bersifat kompleks dan sangat sulit dimodelkan dengan distribusi 

klasik. Namun, distribusi probabilitas yang diketahui masih belum mampu mewakili data beberapa fenomena alam 

secara akurat. Hal ini mengarah pada perluasan dan modifikasi distribusi probabilitas umum. Penambahan beberapa 
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parameter baru pada distribusi probabilitas yang diketahui meningkatkan kualitas kesesuaian data fenomena alam 

dan akurasi yang lebih tinggi dalam mendeskripsikan bentuk ekor distribusi (Almongy dkk., 2021). 

Analisis uji hidup merupakan salah satu kumpulan dari prosedur statistika untuk analisis data di mana 

variabelnya adalah waktu sampai terjadinya kejadian. Pada analisis data uji hidup objek penelitian adalah 

penyelidikan tentang daya tahan hidup atau keandalan, yang menghasilkan data waktu hidup (survival)(Purwanto, 

2023). Ketahanan hidup (survival) adalah probabilitas suatu objek akan beroperasi tanpa adanya kejadian (event) 

untuk waktu yang ditentukan di bawah kondisi yang disyaratkan. Kejadian (event) dapat berupa kematian, 

kesembuhan, kekambuhan, kerusakan alat atau bahan, insiden penyakit, pemulihan, dan sebagainya. Analisis data 

tahan hidup (survival data analysis) adalah alat yang digunakan untuk mendeskripsikan data tahan hidup.  Data 

tahan hidup (survival data) adalah data waktu terjadinya suatu peristiwa dari awal pengamatan sampai dengan 

waktu berakhirnya pengamatan. 

Dalam berbagai distribusi yang digunakan dalam analisis data uji hidup tentunya terdapat parameter yang 

tidak diketahui. Parameter merupakan suatu konstanta yang tidak diketahui yang menggambarkan karakteristik dari 

suatu populasi. Karenanya nilainya tidak diketahui, maka perlu dilakukan penduga parameter atau estimasi 

parameter. Estimasi parameter adalah penaksiran terhadap nilai-nilai parameter populasi berdasarkan data atau 

sampel yang diambil dari populasi. Salah satu metode yang umum digunakan untuk mengestimasi parameter adalah 

maximum likelihood estimation (MLE). MLE merupakan suatu metode pendugaan parameter yang 

memaksimalkan fungsi likelihood. Namun, beberapa kasus model distribusi terdapat fungsi yang berbentuk 

nonlinear sehingga tidak bisa diselesaikan secara analitik, oleh karena itu untuk menyelesaikannya digunakan 

pendekatan secara numerik, seperti metode Newton-Raphson (Purwanto, 2023). 

Pengamatan pada data tahan hidup dengan data lengkap (complete data) untuk setiap objek tidak selalu bisa 

tersedia. Data lengkap mengharuskan setiap objek diamati sejak awal masuk ke dalam pengamatan sampai dengan 

objek tersebut mengalami kejadian (event) yang telah ditentukan. Pada prakteknya, ada kemungkinan objek-objek 

tersebut keluar dari pengamatan sebelum ada kejadian (event), objek tidak mengalami kejadian (event) selama masa 

pengamatan, dan sebagainya. Sehingga tidak setiap objek dapat dihitung data tahan hidupnya. Kondisi seperti ini 

membutuhkan tipe data tersensor, yaitu objek tidak dapat ditentukan data tahan hidupnya (Tarno dkk., 2021). 

Ada dua skema penyensoran yang umum digunakan yaitu penyensoran tipe I dan penyensoran tipe II.  

Sensor tipe I adalah tipe penyensoran di mana percobaan akan dihentikan setelah mencapai waktu 𝑇 yang telah 

ditentukan untuk mengakhiri semua 𝑛 individu yang masuk pada waktu yang sama. Berakhirnya waktu uji T 

menjelaskan waktu sensor uji, dengan kata lain jika tidak terdapat individu yang hilang secara tiba-tiba, maka waktu 

tahan hidup observasi tersensor sama dengan lama waktu pengamatan (Prayudhani dan Wuryandari, 2010). Data 

sensor tipe II adalah data waktu tahan hidup yang diperoleh setelah observasi mengalami kegagalan sebanyak 𝑟 

dari 𝑛 individu yang ada. Pada data sensor tipe II, semua unit uji 𝑛 masuk pada waktu yang bersamaan dan jika 

terdapat individu yang hilang secara tiba-tiba maka waktu tahan hidup observasi tersensor adalah waktu tahan hidup 

observasi tidak tersensor terbesar. Observasi akan berakhir jika telah ditemukan sejumlah 𝑟 kegagalan (Afranda 

dkk., 2015). 

Dalam teori probabilitas dan statistika, distribusi Rayleigh adalah salah satu distribusi peluang kontinu yang 

biasa digunakan dalam pemodelan data kelangsungan hidup. Distribusi Rayleigh diperkenalkan oleh Lord Rayleigh 

pada tahun 1880. Distribusi Rayleigh dikenal secara luas di bidang oseanografi dan dalam teori komunikasi untuk 

menggamarkan puncak saat kekuatan sinyal radio diterima. Distribusi ini juga merupakan distribusi penting dalam 

statistik dan juga diterapkan dibeberapa bidang seperti bidang kesehatan pada uji klinis obat baru, bidang  pertanian 

digunakan untuk memodelkan interval waktu kerusakan atau pembusukan  produk pertanian selama penyimpanan, 
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bidang biologi antara lain digunakan untuk menganalisis daya tahan hidup suatu organisme di suatu lingkungan 

tertentu, dan ilmu-ilmu lainnya. 

 

2. Kajian Pustaka 

2.1 Analisis Survival 

Definisi 2.1.1 (Suyitno dkk., 2020) Analisis survival atau yang biasa dikenal sebagai analisis ketahanan hidup 

merupakan prosedur statistika yang digunakan untuk menganalisis data waktu antar event. Analisis survival biasa 

digunakan untuk menganalisis durasi dari suatu waktu tertentu sampai munculnya suatu kejadian khusus.  

2.1.1 Waktu Uji Hidup 

Waktu uji hidup (𝑇) merupakan variabel random non-negatif yang mewakili ketahanan hidup dari individu-

individu dari suatu populasi. Variabel random (𝑇) merupakan variabel random kontinu dalam selang [0, ∞) atau 

ketahanan hidup pada waktu 𝑡 dengan 𝑡 > 0. Waktu tahan hidup (𝑇) akan membentuk suatu distribusi yang disebut 

dengan distribusi waktu hidup (Tarno dkk., 2021). 

2.1.2 Penyensoran 

Definisi 2.1.2 (Kundu dkk., 2016) Penyensoran adalah proses di mana data dari suatu unit pengamatan 

dihentikan atau disensor pada titik tertentu dalam percobaan, sering kali karena unit tersebut mencapai titik 

kegagalan atau karena eksperimen berakhir pada waktu tertentu.  

Adapun penyensoran yang digunakan dalam penelitian ini adalah penyensoran tipe II. Data sensor tipe II 

adalah data waktu tahan hidup yang diperoleh setelah observasi mengalami kegagalan sebanyak 𝑟 dari 𝑛 individu 

yang ada. Pada data sensor tipe II, semua unit uji 𝑛 masuk pada waktu yang bersamaan dan jika terdapat individu 

yang hilang secara tiba-tiba maka waktu tahan hidup observasi tersensor adalah waktu tahan hidup observasi tidak 

tersensor terbesar. Observasi akan berakhir jika telah ditemukan sejumlah 𝑟 kegagalan (Afranda dkk., 2015). 

Data tersensor tipe II terdiri dari 𝑟 waktu hidup terkecil 𝑇(1)  ≤  𝑇(2)  ≤  ⋯  ≤  𝑇(𝑟) dari sampel acak 

𝑛 waktu hidup 𝑇(1), 𝑇(2), … , 𝑇(𝑟) dari distribusi uji hidup. Jika 𝑇(1), 𝑇(2), … , 𝑇(𝑟) berdistribusi identik serta 

berdistribusi kontinu dengan fungsi kepadatan peluang 𝑓(𝑡) dan fungsi survival 𝑆(𝑡), yang merupakan 

sampel terurut maka fungsi kepadatan peluang bersama dari 𝑇(1), 𝑇(2), … , 𝑇(𝑟) adalah sebagai berikut. 

𝐿 =
𝑛!

(𝑛 − 𝑟)!
∏𝑓(𝑡(𝑖))[𝑆(𝑡(𝑟))]

𝑛−𝑟
.

𝑛

𝑖=1

 
 

(𝟐. 𝟏. 𝟒) 

2.1.3 Fungsi Kepadatan Peluang  

Definisi 1.1 (Prayudhani dan Wuryandari, 2010) Probabilitas dencity function (pdf) atau fungsi 

kepadatan peluang adalah peluang kegagalan suatu objek pada interval (𝑡, 𝑡 + ∆𝑡) persatuan waktu. 

Fungsi kepadatan peluang dinotasikan dengan 𝑓(𝑡) dan dirumuskan sebagai berikut : 

𝑓(𝑡) = lim
∆𝑡⟶0

[
𝑃(𝑡≤𝑇≤∆𝑡)

∆𝑡
]     = lim

∆𝑡⟶0
[
𝐹(𝑡+∆𝑡)−𝐹(𝑡)

∆𝑡
]                                     

(2.1.5) 

 

Jika 𝑇 merupakan variabel acak positif pada interval [0,∞] maka 𝐹(𝑡) yang merupakan fungsi 

distribusi komulatif dirumusukan sebagai berikut. 
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 𝐹(𝑡) ≔ 𝑃(𝑇 ≤ 𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑡

0
   (𝟐. 𝟏. 𝟔) 

2.1.4 Fungsi Survival 

Definisi 2.1.5 ( Lee dan Wang, 2003) Fungsi survival dinotasikan dengan S(t) adalah probabilitas bahwa 

subjek survive lebih lama dari pada waktu 𝑡 atau probabilitas bahwa variabel random 𝑇 melebihi waktu 𝑡 

yang dirumuskan sebagai berikut : 

 𝑆(𝑡) = 𝑃(𝑇 > 𝑡) 
   = 1 − 𝑃(𝑇 ≤ 𝑡)           
   = 1 − 𝐹(𝑡) . 

 

 

 

(2.1.8) 

2.1.5 Fungsi Hazard 

Fungsi hazard adalah laju suatu individu mengalami kematian atau kegagalan pada interval waktu t 

sampai t+∆t apabila diketahui individu tersebut belum mengalami kegagalan sampai dengan waktu t 

(Prayudhani dan Wuryandari, 2010). Fungsi hazard dapat dirumuskan sbb: 

                

ℎ(𝑡) = lim
∆𝑡→0

𝑃{𝑡 ≤ 𝑇 ≤ 𝑡 + ∆𝑡|𝑇 ≥ 𝑡}

∆𝑡
=

𝐹′(𝑡)

𝑆(𝑡)
=

𝑓(𝑡)

𝑆(𝑡)
.                   (2.1.11) 

    

 

2.2 Distribusi Eksponensial 

Definisi 2.3.1 (Somayasa, 2019) Suatu variabel acak 𝑿 dikatakan berdistribusi eksponensial dengan 

parameter 𝜽 > 𝟎, jika 𝑿 mempunyai PDF sebagai berikut : 

𝑓(𝑥, 𝜃) =
1

𝜃
𝑒−

𝑥
𝜃  , 𝑥 > 0.     

            (𝟐. 𝟑. 𝟏)  

Selanjutnya dinotasikan dengan 𝑿~ 𝐄𝐗𝐏(𝜽).  

2.3 Distribusi Rayleigh 

 Menurut Akhter dan Hirai, 2009 fungsi kepadatan peluang dari distribusi Rayleigh adalah sebagai 

berikut 

𝑓(𝑡) =
2𝑡

𝜆2 exp {−
𝑡2

𝜆2} , 𝑡 ≥ 0, 𝜆 > 0.                                  (𝟐. 𝟒. 𝟏) 

Berdasarkan Persamaan (𝟐. 𝟏. 𝟔) fungsi distribusi komulatif distribusi Rayleigh dapat dinyatakan 

dengan rumus sebagai berikut : 

 𝐹(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥)
𝑡

0
𝑑𝑥 

 = ∫
2𝑥

𝜆2 exp {−
𝑥2

𝜆2}
𝑡

0
𝑑𝑥 

        = −exp {−
𝑡2

𝜆2} + 1.   (𝟐. 𝟒. 𝟐) 

Dari Persamaan 2.1.8 fungsi survival untuk distribusi Rayleigh dirumuskan sebagai berikut : 

𝑆(𝑡) = 1 − 𝐹(𝑡)  
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 = 1 − (−exp {−
𝑡2

𝜆2} + 1) 

          = exp {−
𝑡2

𝜆2}.    
 (𝟐. 𝟒. 𝟑) 

Berdasarkan Persamaan (2.1.11) diperoleh fungsi hazard dari distribusi Rayleigh sebagai beikut 

ℎ(𝑡) =
𝑓(𝑡)

𝑆(𝑡)
    

            =

2𝑡

𝜆2 exp{−
𝑡2

𝜆2}

exp{−
𝑡2

𝜆2}
  

          =
2𝑡

𝜆2      
(𝟐. 𝟒. 𝟒) 

 

2.4 Estimasi Titik dengan Metode Likelihood Maksimum 

Estimasi (perkiraan) merupakan seluruh proses yang menggunakan suatu estimator untuk 

menghasilkan suatu hasil estimasi dari suatu parameter. Estimator adalah statistik yang digunakan untuk 

mengestimasi suatu parameter dan hasil estimasi adalah nilai kuantitas dari suatu statistik seperti nilai rataan 

atau variansi suatu sampel (Rarasati, 2012).  

Menurut Misbahussurur (2009), langkah-langkah penentuan estimasi titik menggunakan maximum 

likelihood estimator (MLE) yaitu : 

1. Menentukan fungsi likelihood, yaitu fungsi yang menggambarkan peluang data sampel untuk setiap 

nilai parameter yang mungkin. 

2. Menentukan nilai logaritma natural dari fungsi likelihood atau ln 𝐿(𝜃). Fungsi ini lebih mudah 

diturunkan dan dimaksimalkan dari pada fungsi likelihood. 

3. Memaksimumkan fungsi ln 𝐿(𝜃) dengan cara mencari nilai parameter yang membuat turunan permata 

dari fungsi ln 𝐿(𝜃1, … , 𝜃𝑘) = 0 dan turunan kedua fungsi ln 𝐿(𝜃) < 0. maka nilai parameter tersebut 

adalah estimasi titik MLE. 

Dalam pemilihan penduga terbaik suatu parameter perlu memperhatikan sifat ketakbiasan dan 

UMVUE dari suatu penduga parameter, yang akan dijelaskan sebagai berikut 

Definisi 1.2(Misbahussurur, 2009) Suatu statistik dikatakan tak bias dari suatu parameter populasi apabila 

nilai mean atau ekspetasi dari statistik itu sama dengan parameter yang ditaksir. Misalkan suatu statistik 𝜽̂ 

dikatakan penaksiran tak bias terhadap parameter 𝜃 apabila 𝑬(𝜽̂) = 𝜽. 

Teorema 1.1 (Somayasa, 2019, hal. 169). Misalkan 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 merupakan sampel acak dari populasi 

dengan 𝑃𝐷𝐹 𝑓𝑋(𝑋; 𝜃), 𝜃 ∈ Θ. Jika 𝑇 ∶= 𝑡(𝑋1, … , 𝑋𝑛) merupakan penduga tak bias untuk 𝜏(𝜃), dan jika 

𝜏′(𝜃) ≔
𝑑𝜏(𝜃)

𝑑(𝜃)
 ada. Maka batas bawah Cram𝑒́r- Rao untuk 𝜏(𝜃) adalah 

𝑉𝑎𝑟(𝑇) ≥
[𝜏′(𝜃)]2

𝑛𝐸 (
𝜕
𝜕𝜃

ln 𝑓(𝑋𝑖; 𝜃))
2  

 

(𝟐. 𝟓. 𝟏) 

Definisi 1.2 (Somayasa, 2019). Jika 𝑽𝒂𝒓 (𝑻) mencapai batas bawah bawah Cram𝒆́r- Rao maka 𝑻 

merupakan UMVUE dan dikatakan sebagai penduga terbaik. 

 

2.5 Fungsi Likelihood Distribusi Rayleigh  
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Misalkan sampel terurut 𝑡(1) ≤ 𝑡(2)  ≤ ⋯ ≤ 𝑡(𝑟) merupakan 𝑟 waktu hidup terkecil dari 𝑛 

pengamatan, jika 𝑡(1), 𝑡(2), … , 𝑡(𝑟) berdistribusi identik serta berdistribusi kontinu dengan fungsi kepadatan 

peluang 𝑓(𝑡) dan fungsi survival 𝑆(𝑡), maka berdasarkan Persamaan (2.1.4) fungsi likelihood untuk sampel 

tersensor tipe II dari 𝑡(1), 𝑡(2),⋯ , 𝑡(𝑟)  adalah   

  𝐿(𝜆) =    
𝑛!

(𝑛−𝑟)!
(

2

𝜆2)
𝑟
∏ (𝑡(𝑖))

𝑟
𝑖=1  

 exp {−
1

𝜆2
∑ 𝑡(𝑖)

2𝑟
𝑖=1 } exp {(𝑛 −

𝑟) (−
𝑡𝑟
2

𝜆2)}                                                                                                              (2.7.3) 

 
 

 

2.6 Transformasi Variabel 

Misalkan 𝑋: 𝑆 → ℝ adalah suatu variabel acak dan 𝑔:ℝ → ℝ adalah suatu fungsi. Maka 𝑌 = 𝑔(𝑋) 

adalah Variabel acak juga. Berikut adalah Definisi yang digunakan untuk menentukan 𝑃𝐷𝐹 dan juga 𝐶𝐷𝐹 

dari 𝑔(𝑋): 

Definisi 1.2(Somayasa, 2019). Misalkan 𝑋 merupakan variabel acak kontinu dengan 𝑃𝐷𝐹 𝑓𝑋, dan misalkan 

𝑌 = 𝑔(𝑋) di mana 𝑔 adalah fungsi monoton. Andaikan bahwa 𝑓𝑋 kontinu pada Ω𝑋 dan 𝑔−1(𝑦) 

terdifernsialkan pada Ω𝑌, maka 𝑃𝐷𝐹 dari 𝑌 adalah  

  𝑓𝑌(𝑦) = {
(𝑓𝑋(𝑔−1(𝑦)) |

𝑑𝑔−1(𝑦)

𝑑𝑦
| ; 𝑦 ∈ Ω𝑌

0                   ; 𝑥 ∉ Ω𝑌

.                
 

(2.8.1) 

Selanjutnya untuk transformasi yang melibatkan dua atau lebih variabel acak pada dimensi tinggi 

untuk kasus distribusi kontinu dapat digunakan Definisi berikut : 

Definisi 1.3 (Somayasa, 2019). Misalkan 𝑿 = (𝑋1, … , 𝑋𝑘)𝑇 merupakan vektor acak kontinu dengan 𝑃𝐷𝐹 

bersama 𝑓𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘). Misalkan 𝒀 = 𝒖(𝑥) mempunyai balikan 𝑥𝑖 = 𝑢𝑖
−1(𝒚), 𝑖 = 1,… , 𝑘. Jika 

Jacobian Transformasi bersifat kontinu dan tidak nol pada daerah nilai dari 𝒖, PDF Bersama dari 𝒀 adalah  

𝑓𝒀(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑘)

= ∑𝑓𝑿(𝑥1, … , 𝑥𝑘)|𝐽|

𝑝

𝑗=1

.                                                                                                                                      (2.8.2)        

2.7 Uji Goodness of Fit 

Uji goodness of fit adalah teknik yang digunakan untuk menilai sejauh mana model statistik cocok 

dengan data sampel yang diamati. Dalam konteks ini, kita ingin memastikan bahwa model yang digunakan 

sesuai dengan distribusi teoritis tertentu, seperti distribusi normal, distribusi gamma atau distribusi weibull. 

Secara spesifik, uji goodness of fit sering digunakan untuk menguji apakah data berasal dari populasi dengan 

distribusi tertentu ( D’Agostino dan Stephens, 1986).  

Misalkan 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 merupakan sampel acak dari suatu populasi dengan fungsi distribusi 

kumulatif 𝐹(𝑥), maka pengujian hipotesis berbentuk 𝐻0: 𝐹(𝑥)  =  𝐹0(𝑥) 𝑣𝑠  𝐻1: 𝐹(𝑥)  ≠  𝐹0(𝑥), di mana 

𝐹0(𝑥) adalah fungsi distribusi yang ditentukan. Dalam kasus univariat 𝐻0 dapat diuji dengan mengunakan 
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statistik Kolmogorov-Smirnov dengan satistik uji pengukuran jarak antara 𝐹𝑛(𝑥) dan 𝐹0(𝑥) sebagai berikut 

( Justel dkk., 1997): 

𝐷𝑛 = sup |𝐹𝑛(𝑥) − 𝐹(𝑥)|  

Di mana 𝐹𝑛 adalah fungsi distribusi empiris dari sampel. 

𝐹𝑛(𝑥) =
𝑏𝑎𝑛𝑦𝑎𝑘𝑛𝑦𝑎 {𝑥𝑖 ≤ 𝑥}

𝑛
. 

(2.9.1) 

Adapun hipotesis Kolmogorov-Smirnov adalah sebagai berikut: 

𝐻0: 𝐹(𝑥) = 𝐹0(𝑥), populasi mengikuti distribusi tertentu 

𝐻1: 𝐹(𝑥) ≠ 𝐹0(𝑥), populasi tidak mengikuti distribusi tertentu 

Statistik uji: 

 𝐷𝑛 = sup |𝐹𝑛(𝑥) − 𝐹(𝑥)| (2.9.2) 

 

Keputusan : 

𝐻0 ditolak pada tingkat signifikansi 𝛼 jika nilai 𝐷𝑛 ≥ 𝐷𝛼 pada tabel Kolmogorov Smirnov. 

Tabel 2.9.1 Nilai Kritis Kolmogorov-Smirnov (https:/real//-statistics.com/statistics-tables/Kolmogorov-

smirnov-table/) 

 

3 Hasil dan Pembahasan 
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3.1 Estimasi Titik Dengan Metode Likelihood Maximum 

Distribusi Rayleigh untuk sampel tersensor tipe II memiliki parameter 𝜆 yang belum diketahui, sehingga 

parameter tersebut akan diestimasi terlebih dahulu. Metode estimasi yang digunakan adalah likelihood maksimum. 

Pada metode likelihood maksimum, penduga 𝜆 ditentukan dengan menyelesaikan sistem persamaan 
𝜕 ln 𝐿(𝜆)

𝜕𝜆
= 0.   

Selanjutnya ditentukan penduga likelihood maksimum parameter dari distribusi Rayleigh berdasarkan sampel 

tersensor tipe II. Berdasarkan fungsi likelihood yang diperoleh pada Persamaan (2.7.3) maka selanjutnya fungsi 

ln(𝜆) yaitu, 

 ln 𝐿(𝜆) = ln (
𝑛!

(𝑛−𝑟)!
) + 𝑟 ln 2 − 2𝑟 ln 𝜆 + ∑ ln 𝑡(𝑖)

2𝑟
𝑖=1 −

1

𝜆2
∑ 𝑡(𝑖)

2𝑟
𝑖=1 − (𝑛 −

𝑟) (
𝑡(𝑟)
2

𝜆2 )                         (4.1.1)          

Penduga 𝜆̂ diperoleh dari penyelesaian persamaan 
𝜕 ln 𝐿(𝜆)

𝜕𝜆
= 0. 

⇔ −
2𝑟

𝜆
+

2

𝜆3
∑ 𝑡(𝑖)

2𝑟
𝑖=1 + (𝑛 − 𝑟) (

2𝑡(𝑟)
2

𝜆3 ) = 0   

⇔ 𝜆 = √
∑ (𝑡(𝑖)

2 )𝑟
𝑖=1 +(𝑛−𝑟)(𝑡(𝑟)

2 )

𝑟
  

Selanjutnya dilakukan uji turunan kedua untuk mengetahui sifat maksimum atau minimum dari fungsi 

ln 𝐿(𝜆) pada titik stasionernya. 

𝜕2 ln 𝐿(𝜆)

𝜕𝜆2 < 0|

𝜆=√∑ (𝑡(𝑖)
2 )𝑟

𝑖=1 +(𝑛−𝑟)(𝑡(𝑟)
2 )

𝑟

                                             

 

=
2𝑟

𝜆2 −
6

𝜆4 ∑𝑡(𝑖)
2

𝑟

𝑖=1

− 6(𝑛 − 𝑟) (
𝑡(𝑟)
2

𝜆4 )|

𝜆=√∑ (𝑡(𝑖)
2 )𝑟

𝑖=1 +(𝑛−𝑟)(𝑡(𝑟)
2 )

𝑟

 

=
−4𝑟2

∑ (𝑡(𝑖)
2 )𝑟

𝑖=1 +(𝑛−𝑟)(𝑡(𝑟)
2 )

∙   (𝟒. 𝟏. 𝟑) 

Persamaan (4.1.3) bernilai negatif sehingga  

𝜆 = √
∑ (𝑡(𝑖)

2 )𝑟
𝑖=1 +(𝑛−𝑟)(𝑡(𝑟)

2 )

𝑟
, 

adalah titik maksimum, sehingga penduga likelihood maksimum untuk 𝜆 adalah 

𝜆̂ = √
∑ (𝑡(𝑖)

2 )𝑟
𝑖=1 + (𝑛 − 𝑟)(𝑡(𝑟)

2 )

𝑟
  

 

(𝟒. 𝟏. 𝟒) 

Atau  
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𝜆2̂ =
∑ (𝑡(𝑖)

2 )𝑟
𝑖=1 + (𝑛 − 𝑟)(𝑡(𝑟)

2 )

𝑟
 

(𝟒. 𝟏. 𝟔) 

 

3.2 Uji Hipotesis dan Estimasi Interval Kepercayaan Parameter Populasi 

 

Untuk mengkonstruksi uji hipotesis pada interval kepercayaan parameter 𝜆 perlu ditentukan suatu 

kuantitas pivot untuk 𝜆. Kuantitas pivot untuk 𝜆̂ dapat diperoleh dengan transformasi variabel 

 

𝑌(𝑖) = 𝑔(𝑡) = 𝑡2, 𝑡 > 0  

 

⟹ 𝑔−1(𝑦) = √𝑦  

(4.2.1) 

 

(𝟒. 𝟐. 𝟐) 

 

𝑑𝑔−1(𝑦)

𝑑𝑦
=

1

2√𝑦
 .  (𝟒. 𝟐. 𝟑) 

Sesuai Definisi 1.2 diperoleh 𝑃𝐷𝐹 dari 𝑌 adalah 

𝑓𝑌(𝑦) =
2√𝑦

𝜆2 exp {−
𝑦

𝜆2} |
1

2√𝑦
|   

        

=
1

𝜆2 exp {−
𝑦

𝜆2}.                                                                                                                                 

 
 

(𝟒. 𝟐. 𝟒) 

Perhatikan persamaan  

(𝟒. 𝟐. 𝟒) adalah PDF marginal dari distribusi EXP(𝜆2) sehingga dapat disimpulkan bahwa 𝑦 

berdistribusi EXP(𝜆2). Dari penjabaran sebelumnya diperoleh informasi bahwa, jika 𝑡 berdistribusi 

Rayleigh maka 𝑦 = 𝑡2 akan berdistribusi EXP(𝜆2).  Karena 𝑦 berdistribusi eksponensial maka dapat 

digunakan teorema berikut 

Teorema 4.2.1 (Lawless, 2003). Misalkan 𝑡(1), 𝑡(2), … , 𝑡(𝑟) adalah 𝑟 pengamatan terurut pertama dari 

sampel berukuran 𝑛 yang berdistribusi exponensial, maka 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑟 saling bebas dan berdistribusi 

identik dengan 𝑤𝑖 = (𝑛 − 𝑖 + 1)(𝑡(𝑖) − 𝑡(𝑖−1)). Misalkan  𝑇 = ∑ 𝑡(𝑖) + (𝑛 − 𝑟)𝑡(𝑟)
𝑟
𝑖=1 = ∑ 𝑤𝑖

𝑟
𝑖=1  sehingga 

barlaku 

2𝑇

𝜃
~𝑋2(2𝑟).              

Atau  

2(∑ 𝑡(𝑖) + (𝑛 − 𝑟)𝑡(𝑟)
𝑟
𝑖=1 )

𝜃
~𝑋2(2𝑟).              

(𝟒. 𝟐. 𝟓) 

Berdasarkan Teorema 4.2.1 untuk kasus distribusi Rayleigh didefinisikan 𝑤𝑖 = (𝑛 − 𝑖 + 1)(𝑦(𝑖) −

𝑦(𝑖−1)) akan dibuktikan bahwa 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑟 adalah sampel acak berdistribusi EXP(𝜆2). Pembuktian akan 

dilakukan dengan menggunakan Definisi 1.3  hal ini dapat dilihat sebagai berikut: 

𝑤𝑖 = (𝑛 − 𝑖 + 1)(𝑦(𝑖) − 𝑦(𝑖−1))  

 

(𝟒. 𝟐. 𝟔) 

Sehingga berlaku 
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𝑤1 = 𝑛𝑦(1)  

𝑤2 = (𝑛 − 1)(𝑦(2) − 𝑦(1))  

𝑤3 = (𝑛 − 2)(𝑦(3) − 𝑦(2))  

⋮             

 𝑤𝑟 = (𝑛 − 𝑟 + 1)(𝑦(𝑟) − 𝑦(𝑟−1)  

Maka : 

𝑦(1) =
𝑤1

𝑛
  

𝑦(2) =
𝑤2

𝑛−1
+ 𝑦(1) =

𝑤2

𝑛−1
+

𝑤1

𝑛
  

𝑦(3) =
𝑤3

𝑛−2
+ 𝑦(2) =

𝑤3

𝑛−2
+

𝑤2

𝑛−1
+

𝑤1

𝑛
  

   ⋮             

 𝑦(𝑟) =
𝑤𝑟

𝑛−𝑟+1
+

𝑤𝑟−1

𝑛−𝑟−1
+ ⋯+

𝑤1

𝑛
 

Sehingga matriks Jacobian untuk 𝒘𝒊 adalah 

 𝐽 =  

[
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑦(1)

𝜕𝑤1

𝜕𝑦(1)

𝜕𝑤2

𝜕𝑦(1)

𝜕𝑤3
⋯

𝜕𝑦(1)

𝜕𝑤𝑟

𝜕𝑦(2)

𝜕𝑤1

𝜕𝑦(2)

𝜕𝑤2

𝜕𝑦(2)

𝜕𝑤3
⋯

𝜕𝑦(2)

𝜕𝑤𝑟

𝜕𝑦(𝑟)

𝜕𝑤1

𝜕𝑦(3)

𝜕𝑤2

𝜕𝑦(3)

𝜕𝑤3
…

𝜕𝑦(3)

𝜕𝑤𝑟

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜕𝑦(𝑟)

𝜕𝑤1

𝜕𝑦(𝑟)

𝜕𝑤2

𝜕𝑦(𝑟)

𝜕𝑤3
… 

𝜕𝑦(𝑟)

𝜕𝑤1 ]
 
 
 
 
 
 
 

   =   

[
 
 
 
 
 
 
 
1

𝑛
0 0 ⋯ 0

1

𝑛

1

𝑛−1
0 ⋯ 0

1

𝑛

1

𝑛−1

1

𝑛−2
… 0

1

𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

1

𝑛

1

𝑛−1

1

𝑛−2
… 

1

𝑛−𝑟+1]
 
 
 
 
 
 
 

 

 |𝐽| = (
1

𝑛
) ∙ (

1

𝑛−1
) ∙ (

1

𝑛−2
) ∙ … ∙ (

1

𝑛−𝑟+1
) 

            

=
1

(
𝑛!

(𝑛 − 𝑟)!
)
                                                                                                                                               (4.2.7)      

Selanjutnya 𝑤𝑖 = (𝑛 − 𝑖 + 1)(𝑦(𝑖) − 𝑦(𝑖−1)) dengan 𝑦(0) = 0 mempunyai sifat bahwa 

 

Hal ini dapat dijelaskan sebagai berikut 

∑𝑦(𝑖)

𝑟

𝑖=1

+ (𝑛 − 𝑟)𝑦(𝑟) = ∑𝑤𝑖

𝑟

𝑖=1

                                    

∑𝑤𝑖

𝑟

𝑖=1

= ∑𝑦(𝑖)

𝑟

𝑖=1

+ (𝑛 − 𝑟)𝑦(𝑟). 
 (4.2.8) 
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     = ∑(𝑛 − 𝑖 + 1)(𝑦(𝑖) − 𝑦(𝑖−1))

𝑟

𝑖=1

 

       = ∑(𝑛 − 𝑖 + 1)𝑦(𝑖) − ∑(𝑛 − 𝑖 + 1)𝑦(𝑖−1)

𝑟

𝑖=1

𝑟

𝑖=1

 

⇒ ∑(𝑛 − 𝑖 + 1)𝑦(𝑖−1)

𝑟

𝑖=1

= ∑(𝑛 − (𝑖 − 1) + 1)𝑦(𝑖)

𝑟−1

𝑖=0

 

                                        = ∑(𝑛 − 𝑖)𝑦(𝑖)

𝑟−1

𝑖=0

         

Karena 𝑦0 = 0, sehingga 

= (𝑛 − 0)𝑦0 + ∑(𝑛 − 𝑖)𝑦(𝑖)

𝑟−1

𝑖=1

                                   

= (𝑛)0 + ∑(𝑛 − 𝑖)𝑦(𝑖)

𝑟−1

𝑖=1

                                             

= ∑(𝑛 − 𝑖)𝑦(𝑖)

𝑟−1

𝑖=1

                                                           

Maka diperoleh 

∑𝑤𝑖

𝑟

𝑖=1

= ∑(𝑛 − 𝑖 + 1)𝑦(𝑖)

𝑟

𝑖=1

− ∑(𝑛 − 𝑖)𝑦(𝑖)

𝑟−1

𝑖=1

  

  = (𝑛 − 𝑟 + 1)𝑦(𝑟) + ∑(𝑛 − 𝑖 + 1)𝑦(𝑖)

𝑟−1

𝑖=1

− ∑(𝑛 − 𝑖)𝑦(𝑖)

𝑟−1

𝑖=1

 

 

= (𝑛 − 𝑟 + 1)𝑦(𝑟)

+ ∑(𝑛 − 𝑖

𝑟−1

𝑖=1

+ 1)𝑦(𝑖)        

− (𝑛 − 𝑖)𝑦(𝑖)       

= (𝑛 − 𝑟 + 1)𝑦(𝑟)

+ ∑((𝑛 − 𝑖 + 1)

𝑟−1

𝑖=1

− (𝑛   − 𝑖))𝑦(𝑖) 
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= (𝑛 − 𝑟 + 1)𝑦(𝑟) + ∑𝑦(𝑖)

𝑟−1

𝑖=1

       

= (𝑛 − 𝑟)𝑦(𝑟) + 𝑦(𝑟) + ∑ 𝑦(𝑖)

𝑟−1

𝑖=1

 

 

= ∑𝑦(𝑖)

𝑟

𝑖=1

+ (𝑛 − 𝑟)𝑦(𝑟).                                     

 

Berdasarkan Persamaan (2.3.10) maka fungsi kepadatan peluang bersama dari 

𝑦(1), 𝑦(2), … , 𝑦(𝑛) dibawah sensor tipe II adalah 

 𝑓(𝑦(1), 𝑦(2), … , 𝑦(𝑛)) =
𝑛!

(𝑛 − 𝑟)!
 

1

(𝜆2)𝑟 exp {−
1

𝜆2 ∑(𝑦(𝑖))

𝑟

𝑖=1

+ (𝑛 − 𝑟)𝑦(𝑟)}                                     (4.2.9) 

 

Sehingga berdasarkan Persamaan (4.2.9), Persamaan (4.2.7) dengan menerapkan rumus pada Persamaan 

(2.8.2) maka fungsi kepadatan peluang bersama dari 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑟 adalah sebagai berikut :     

 𝑓(𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑟) = 𝑓(𝑦(1), 𝑦(2), … , 𝑦(𝑛))|𝐽| 

𝑓(𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑟) = 𝑓(𝑦(1), 𝑦(2), … , 𝑦(𝑛))|𝐽| 

             = ∏
1

𝜆2 exp {
𝑤𝑖

𝜆2}

𝑟

𝑖=1

                  (𝟒. 𝟐. 𝟏𝟎) 

Perhatikan bahwa adalah fungsi likelihood dari 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑟 yang berdistribusi EXP(𝜆2) yang saling bebas 

dan identik. Sehingga terbukti bahwa 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑟 adalah sampel acak dari populasi berdistribusi 

EXP(𝜆2). 

Karena 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑟 adalah sampel acak berdistribusi  EXP(𝜆2) maka berdasarkan Persamaan (4.2.9) 

diperoleh kuantitas pivot untuk 𝜆2 adalah  

2∑ 𝑤𝑖
𝑟
𝑖=1

𝜆2 ~𝜒2(2𝑟). 
 

(4.2.11) 

Berdasarkan (4.2.11) selanjutnya dikonstruksikan interval kepercayaan (1 − 𝛼)100%  untuk 𝜆2 dapat 

dilihat sebagai berikut : 

𝑃 {
2∑ 𝑤𝑖

𝑟
𝑖=1

𝜒
1−

𝛼
2

2 (2𝑟)
≤ 𝜆2 ≤

2∑ 𝑤𝑖
𝑟
𝑖=1

𝜒𝛼
2

2 } = 1 − 𝛼 

Atau  

{
2(∑ 𝑡(𝑖)

2𝑟
𝑖=1 + (𝑛 − 𝑟)𝑡(𝑟)

2 )

𝜒
1−

𝛼
2

2 (2𝑟)
≤ 𝜆2 ≤

2(∑ 𝑡(𝑖)
2𝑟

𝑖=1 + (𝑛 − 𝑟)𝑡(𝑟)
2 )

𝜒𝛼
2

2 }

= 1 − 𝛼.                                               (4.2.12) 

Uji hipotesis terhadap parameter 𝜆2 adalah: 

𝐻0: 𝜆
2 = 𝜆0

2   𝑣𝑠    𝐻1: 𝜆
2 ≠ 𝜆0

2  
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Menolak 𝐻0 pada tingkat signifikansi 𝛼 jika  

2(∑ 𝑡(𝑖)
2𝑟

𝑖=1 + (𝑛 − 𝑟)𝑡(𝑟)
2 )

𝜆2 ≥ 𝜒
1−

𝛼
2

2  

atau  

2(∑ 𝑡(𝑖)
2𝑟

𝑖=1 + (𝑛 − 𝑟)𝑡(𝑟)
2 )

𝜆2 ≤ 𝜒𝛼
2

2(2𝑟). 

Berdasarkan (4.2.12) dapat dikonstruksi interval kepercayaan (1 − 𝛼)100% untuk 𝑆(𝑡(0)), pada suatu   

𝑃 {exp {−
𝑡(𝑜)
2 𝜒𝛼

2

2(2𝑟)

2(∑ 𝑡(𝑖)
2𝑟

𝑖=1 +(𝑛−𝑟)𝑡(𝑟)
2 )

} ≥ exp {−
𝑡(𝑜)
2

𝜆2 } ≥ exp {−
𝑡(𝑜)
2 𝜒

1−
𝛼
2

2 (2𝑟)

2(∑ 𝑡(𝑖)
2𝑟

𝑖=1 +(𝑛−𝑟)𝑡(𝑟)
2 )

}} = 1 − 𝛼                    

(4.2.14) 

 

Interval kepercayaan untuk fungsi hazard, untuk suatu 𝑡(𝑜):  

3.3 Uji Penduga Terbaik  

Selanjutnya, akan dibuktikan apakah  𝜆2̂ adalah penduga terbaik untuk 𝜆2 di bawah kondisi sensor 

tipe II. Untuk mempermudah dalam melakukan pembuktian sifat penduga terbaik sebelumnya telah 

didefinisikan transformasi 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑟  yang di mana transformasi ini menghasilkan sampel baru yang 

bersifat saling bebas, identik dan berdistribusi EXP(𝜆2). Diketahui bahwa 𝑥 ̅ adalah penduga parameter 

untuk distribusi EXP(𝜃). Sehingga penduga parameter untuk sampel acak 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑟 yang berdistribusi 

EXP(𝜆2) adalah  

𝜆2̂ =
∑ 𝑤𝑖

𝑟
𝑖=1

𝑟
 

Berikut akan dibuktikan bahwa 𝜆2̂ adalah penduga terbaik untuk 𝜆2. 

1. Bersifat Tak Bias 

Berdasarkan Definisi 2.5.1 suatu penduga  𝜆2̂ dikatakan tak bias terhadap parameter 𝜆2 apabila 

𝐸(𝜆2̂)= 𝜆2. Sebagai berikut: 

𝐸(𝜆2̂) = 𝐸 (
∑ 𝑤𝑖

𝑟
𝑖=1

𝑟
)              

=
1

𝑟
𝐸 (∑𝑤𝑖

𝑟

𝑖=1

) 

=
1

𝑟
∑𝐸(𝑤𝑖)

𝑟

𝑖=1

 

                                                                                     =
1

𝑟
𝑟𝜆2 = 𝜆2. 

2. UMVUE 

{
2𝑡(𝑜)𝜒𝛼

2

2(2𝑟)

2(∑ 𝑡(𝑖)
2𝑟

𝑖=1 +(𝑛−𝑟)𝑡(𝑟)
2 )

≤
2𝑡(𝑜)

𝜆2 ≤
𝑡(𝑜)
2 𝜒

1−
𝛼
2

2 (2𝑟)

2(∑ 𝑡(𝑖)
2𝑟

𝑖=1 +(𝑛−𝑟)𝑡(𝑟)
2 )

} = 1 −

𝛼                                                                 (4.2.16)  
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Berdasarkan Teorema (2.5.1) berikut adalah batas bawah Cram𝑒́r- Rao untuk 𝜆̂2.adalah 

𝑉𝑎𝑟(𝜆2̂) ≥
[𝜏′(𝜃)]2

𝑟𝐸 (
𝜕
𝜕𝜃

ln𝑓(𝑤𝑖; 𝜃))
2                         

 ⇒ 𝑟𝐸 (
𝜕

𝜕𝜃
ln 𝑓(𝑤𝑖; 𝜃))

2
= 𝑟𝐸 (

𝜕

𝜕𝜆2 ln (
1

𝜆2 𝑒
−

𝑤

𝜆2 ))
2

 

= 𝑟𝐸 (
𝜕

𝜕𝜆2 (− ln 𝜆2 −
𝑤

𝜆2))

2

     

 = 𝑟𝐸 (−
1

𝜆2 +
𝑤

(𝜆2)2)
2

                

= 𝑟𝐸 (−
1

𝜆2 +
𝑤

(𝜆2)2)
2

                

= 𝑟𝐸 (
𝑤 − 𝜆2

(𝜆2)2
)

2

                           

= 𝑟.
𝑉𝑎𝑟(𝑤)

(𝜆2)4                                    

           =
𝑟

(𝜆2)2                                           

                                            

=
𝑟

(𝜆2)2                                                                                            (4.3.18)     

 

Berdasarkan Persamaan (4.2.18) maka : 

[𝜏′(𝜃)]2

𝑟𝐸 (
𝜕
𝜕𝜃

ln 𝑓(𝑤𝑖; 𝜃))
2 =

1
𝑟

(𝜆2)2

 =
(𝜆2)2

𝑟
   

                   =
(𝜆2)2

𝑟
 

         ⇒ 𝑉𝑎𝑟(𝜆2̂) = 𝑉𝑎𝑟 (
∑ 𝑤𝑖

𝑟
𝑖=1

𝑟
)  =

1

𝑟2 𝑉𝑎𝑟 (∑𝑤𝑖

𝑟

𝑖=1

)                

=
1

𝑟2 ∑ 𝑉𝑎𝑟(𝑤𝑖)

𝑟

𝑖=1
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=
1

𝑟
(𝜆2)2                                 

Karena 𝑉𝑎𝑟(𝜆2̂) ≥
[𝜏′(𝜃)]

2

𝑟𝐸(
𝜕

𝜕𝜃
ln𝑓(𝑤𝑖;𝜃))

2 maka 𝜆2̂ adalah UMVUE. 

Sehingga berdasarkan Definisi (2.5.2) dapat dikatakan bahwa 𝜆2̂ adalah pnduga terbaik untuk 𝜆2. 

 

3.4 Analisis Data 

Pada bagian ini akan diperagakan penerapan metode inferensi parameter distribusi Rayleigh berdasarkan 

sampel tersensor tipe II yang telah dikembangkan pada sub bab 4.1 dan 4.2 selanjutnya ditentukan interval 

kepercayaan dari parameter distribusi Rayleigh kemudian akan dialkukan uji hipotesis paramater populasi 

berdasarkan sampel tersensor tipe II. 

Dilakukan pengamatan terhadap sampel tersensor tipe II yang diasumsikan berdistribusi Rayleigh. Data 

yang digunakan adalah data yang bersumber dari (Tarno dkk., 2021) yaitu data pengamatan terhadap 24 mesin 

pengemas. Data yang diperoleh adalah data waktu komponen produksi mesin sampai berhenti produksi. 

Pengamatan dilakukan pada waktu tertentu, terdapat 17 mesin yang berhenti produksi dan tersisa 7 mesin yang 

masih produksi. 

Tabel 4.4.1  Data waktu komponen produksi mesin sampai berhenti 

No  𝑡(minggu) No 𝑡 (minggu) 

1. 4 10. 13,5 

2. 5,5 11. 13,6 

3. 5,9 12. 15,7 

4. 6,3 13. 16,2 

5. 6,5 14. 16,6 

6. 7,5 15. 17,2 

7. 7,7 16. 17,7 

8. 10,5 17. 18,5 

9. 13,2   
Pengujian goodness of fit akan dilakukan sebagai langkah awal sebelum melakukan analisis inferensi 

parameter, uji hipotesis dan estimasi interval. Tujuan pengujian ini adalah mengecek apakah sampel yang 

digunakan mengikuti distribusi Rayleigh atau tidak. Berdasarkan Persamaan          ( diketahui bahwa 

𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑟 adalah sampel acak berdistribusi EXP(𝜆2) di mana 𝑤𝑖 = (𝑛 − 𝑖 + 1)(𝑦(𝑖) − 𝑦(𝑖−1)) dan 𝑦 =

𝑡2  dan 𝑡(1), 𝑡(2), … , 𝑡(𝑛) adalah sampel yang berdistribusi Rayleigh dibawah kasus sampel tersensor tipe II. 

Sehingga pengujian dapat menggunakan asumsi bahwa jika 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑟 berdistribusi EXP(𝜆2) maka 

𝑡(1), 𝑡(2), … , 𝑡(𝑛) adalah sampel yang berdistribusi Rayleigh dengan parameter 𝜆. 
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Berdasarkan Persamaan (4.2.6)  di mana 𝑛 = 24 dan 𝑟 = 17 diperoleh nilai sebagai berikut 

𝑤1 = (24 − 1 + 1)(42) = 384,00  

𝑤2 = (24 − 2 + 1)(5.52 − 42) = 327,75  

Untuk lebih lengkapnya nilai dari 𝑤𝑖 dapat dilihat pada tabel berikut : 

Tabel 4.4.2  Nilai 𝒘𝒊 

 

 

 

 

 

 

 

 

Statistik uji yang digunakan adalah statistik uji Kolmogorov-Smirnov  

Di mana: 

 𝑌𝑗 = 𝐹(𝑤) = 1−exp {−
𝑤

𝜆2} + 1 , 𝜆̂2 = 297,7565, 𝑟 = 17 dan 

𝐹𝑟(𝑤) =
𝑏𝑎𝑛𝑦𝑎𝑘𝑛𝑦𝑎 {𝑤𝑗 ≤ 𝑤}

𝑟
 =

𝑗

𝑟
                                                   

Perhitungan statistik uji 𝐷𝑟 dapat dilihat pada tabel berikut: 

Tabel 4.4.3  Hitung Nilai Statistik Uji dari 𝑫𝒓 

𝑗 𝑤 𝑗

𝑟
 

𝑌𝑗  
|
𝐽

𝑟
− 𝑌𝑗| 

1 37,94 0,0588 0,1196 0,0608 

2 51,20 0,1176 0,1579 0,0403 

3 54,72 0,1764 0,1678 0,0085 

4 100,32 0,2352 0,2860 0,0507 

5 102,48 0,2941 0,2911 0,0029 

6 12015 0,3529 0,3320 0,0209 

7 144,32 0,4117 0,3841 0,0276 

𝑖 𝑤𝑖 𝑖 𝑤𝑖 

1. 384,00 10. 120,15 

2. 327,75 11. 37,94 

3. 100,32 12. 799,89 

4. 102,48 13. 191,40 

5. 51,20 14. 144,32 

6. 266,00 15. 202,80 

7. 54,72 16. 157,05 

8. 866,32 17. 231,68 

9. 1023,84   
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8 157,05 0,4705 0,4098 0,0607 

9 191,40 0,5294 0,4741 0,0552 

10 202,80 0,5882 0,4939 0,0942 

11 231,68 0,6470 0,5407 0,1063 

12 266,00 0,7058 0,5907 0,1151 

13 327,75 0,7647 0,6673 0,0973 

14 384,00 0,8235 0,7246 0,0988 

15 799,89 0,8823 0,9318 0,0495 

16 866,32 0,9411 0,9454 0,0043 

17 1023,84 1,0000 0,9678 0,0321 

sup |
0≤𝑦≤𝑌𝑟

|𝐹𝑟(𝑤) − 𝐹(𝑤)| 0,1151 

 

Dari tabel diperoleh sup |
0≤𝑦≤𝑌𝑟

|𝐹𝑟(𝑤) − 𝐹(𝑤)| = 0,1151 sehingga nilai statistik uji    

𝐷𝑟 = 0.1151. 

Hipotesis : 𝐻0: 𝐹(𝑤) = 1 − exp {−
𝑤

𝜆2} (populasi berdistribussi EXP(𝜆2)  ) vs 

𝐻1: 𝐹(𝑤) ≠ 1 − exp {−
𝑤

𝜆2}  (populasi tidak berdistribusi EXP(𝜆2)) 

Statistik uji : 

𝐷𝑟 = sup|𝐹𝑟(𝑤) − 𝐹(𝑤)| = 0,1151.               

 

Keputusan : 

𝐻0 ditolak pada tingkat signifikansi 𝛼 =  0,05 jika dan hanya jika 𝐷𝑟 ≥ 𝐷𝛼 pada tabel Kolmogorov-

Smirnov. Nilai 𝐷𝑟 = 0,1151 dan nilai 𝐷0,05 =0,31796, karena   𝐷𝑟 < 𝐷0,05 sehingga 𝐻0 tidak ditolak 

https://doi.org/10.30598/jnbcxxxxxxxxxxxxx


 
  

162 
 

Bakti Cendekia  

Jurnal Nasional Hasil Penelitian Bidang Multidisiplin 

Volume 2 Nomor 1, Hal. 145 - 166, Januari - Juni 2025 

P-ISSN: xxxx - xxxx  E-ISSN: 3047 - 6658 

DOI: https://doi.org/10.30598/jnbcxxxxxxxxxxxxx 
 

 

 

pada tingkat signifikansi 𝛼 =  0,05. Nilai 𝐷𝛼 dapat dilihat pada 

 

𝐻0 tidak ditolak maka populasi dinyatakan berdistribusi Rayleigh. 

Berdasarkan Persamaan (4.1.5) diperoleh nilai  𝜆2̂ =Misalkan 𝜆2 = 297,8 maka 

Hipotesis terhadap 𝜆2: 

𝐻0: 𝜆
2 = 297.8 𝑣𝑠 𝐻1: 𝜆

2 ≠ 297.8  

Statistik uji : 

2(∑ 𝑡(𝑖)
2𝑟

𝑖=1 + (𝑛 − 𝑟)𝑡(𝑟)
2 )

𝜆2 =
10.123

297.8 
=  33.99503 

Keputusan : 

𝐻0 ditolak pada Tingkat signifikansi 𝛼 = 0.05 jika dan hanya jika nilai 
2(∑ 𝑡(𝑖)

2𝑟
𝑖=1 +(𝑛−𝑟)𝑡(𝑟)

2 )

𝜆2 ≥ 𝜒
1−

𝛼

2

2 (2𝑟)  

atau  
2(∑ 𝑡(𝑖)

2𝑟
𝑖=1 +(𝑛−𝑟)𝑡(𝑟)

2 )

𝜆2 ≤ 𝜒𝛼

2

2(2𝑟). Diperoleh nilai 
2(∑ 𝑡(𝑖)

2𝑟
𝑖=1 +(𝑛−𝑟)𝑡(𝑟)

2 )

𝜆2 = 33.99503, 𝜒0,975
2 (34) =

51.966, dan  𝜒0.025
2 (34) = 19.806. Karena 

2(∑ 𝑡(𝑖)
2𝑟

𝑖=1 +(𝑛−𝑟)𝑡(𝑟)
2 )

𝜆2 < 𝜒
1−

𝛼

2

2 (34) dan 
2(∑ 𝑡(𝑖)

2𝑟
𝑖=1 +(𝑛−𝑟)𝑡(𝑟)

2 )

𝜆2 >

𝜒𝛼

2

2(34) maka 𝐻0 tidak ditolak. 
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Selanjutnya ditentukan estimasi interval kepercayaan untuk 𝜆2 dari data waktu komponen produksi mesin 

sampai berhenti. Misalkan diberikan tingkat kepercayaan 𝛼 = 5% maka  

⇔ 𝑃{194,8143 ≤ 𝜆2 ≤ 511,1441 } = 95% 

Jadi, interval kepercayaan 95% untuk 𝜆2 adalah {194.8143 , 511.1441}. 

Pada sub bab sebelumnya dari data waktu hidup diperoleh estimasi parameter untuk 𝜆2̂ = 297,7565 maka  

𝜆̂ = 17.25562. fungsi kepadatan peluang (PDF) distribusi Rayleigh jika dijalankan menggunakan software 

R sebagai berikut 

 

Gambar 4.4.1 Fungsi Kepadatan  Peluang Distribusi Rayleigh (λ̂ =17,25562) 

Pada Gambar 4.4.1 dapat dilihat bahwa peluang terjadinya kematian mesin atau berhentinya 

mesin beroperasi yang paling besar disekitar 𝑡 = 11,5 minggu yaitu sekitar 0,04954196 dan akan 

mengalami penurunan disekitar 𝑡 = 17,5 minggu atau 0,04202658. Hal ini menunjukkan bahwa 

peluang berhentinya kemampuan mesin beroperasi paling besar di sekitaran 𝑡 = 11,5 minggu. 

Dengan menggunakan softwere R terlihat bentuk grafik fungsi survival komponen produksi mesin 

sampai berhenti dari minggu ke-minggu berikut : 

 
Gambar 4.4.2 Grafik Fungsi Survival Distribusi Rayleigh (𝜆̂=17,25561)  

 

Pada Gambar 4.4.2 dapat dilihat bahwa 𝑆(𝑡) mengalami penurunan seiring bertambahnya nilai 𝑡, 

misalnya pada saat 𝑡 = 0 terlihat 𝑆(0)  =  1 atau peluang item bertahan pada saat mesin belum melakukan 

produksi, sedangkan pada saat  𝑡 = 16,5 minggu 𝑆(16,5)  =  0,400781. Hal ini menunjukkan bahwa, 

peluang mesin bertahan setelah beroperasi selama 16,5 minggu adalah 0,400781 Sehingga, dapat 
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disimpulkan bahwa semakin lama suatu suatu mesin beroperasi maka peluang mesin beroperasi semakin 

kecil. 

Berdasarkan persamaan 4.2.14 akan ditentukan estimasi interval kepercayaan untuk 𝑆(𝑡𝑜) dari data. 

Misalkan diberikan tingkat kepercayaan 𝛼 = 5%  dan 𝑡𝑜 = 6 minggu: 

𝑃 {0,8312777 ≥ exp {−
36

𝜆2} ≥ 0,9319928} = 95%. 

Jadi, interval kepercayaan 95% untuk 𝑆(6) adalah {0.8312777,0.9319928}. 

Fungsi hazard ℎ(𝑡), yaitu laju kegagalan suatu item untuk bertahan hidup. Berikut grafik fungsi 

hazard dari sampel waktu hidup : 

 

Gambar 4.4.3 Grafik Fungsi Hazard Distribusi Rayleigh  (𝜆 = 17,25561)  

Pada Gambar 4.4.3 dapat dilihat bahwa ℎ(𝑡) mengalami kenaikan seiring bertambahnya nilai 𝑡, hal 

ini menunjukkan bahwa semakin lama suatu mesin beroperasi, maka laju kegagalan mesin akan semakin 

besar. 

Selanjutnya berdasarkan Persamaan (4.2.16) estimasi interval kepercayaan untuk ℎ(𝑡𝑜) dari data 

waktu kemampuan produksi mesin. Misalkan diberikan tingkat kepercayaan 𝛼 = 5%  dan 𝑡𝑜 = 13 minggu 

sebagai berikut: 

{0.05087 ≤
2(13)

𝜆2 ≤ 0.13346} = 95% 

Jadi, interval kepercayan 95% untuk ℎ(13) adalah {0.01026618,0.06159712}. 

 

4 Kesimpulan dan Saran 

4.1  Kesimpulan 

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan diperoleh kesimpulan sebagai berikut. 

1. Estimasi Parameter dari distribusi Rayleigh pada data tersensor tipe II dengan menggunakan metode 

likelihood maksimum diperoleh hasil sebagai berikut:     

𝜆2 =
∑ (𝑡(𝑖)

2 )𝑟
𝑖=1 + (𝑛 − 𝑟)(𝑡(𝑟)

2 )

𝑟
   

atau  
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𝜆 = √
∑ (𝑡(𝑖)

2 )𝑟
𝑖=1 + (𝑛 − 𝑟)(𝑡(𝑟)

2 )

𝑟
    

 

 

 

2. Uji hipotesis untuk parameter populasi berdistribusi Rayleigh berdasarkan sampel tersensor tipe II 

memerlukan beberapa kali proses untuk memperoleh data yang saling bebas dan identik sehingga 

mempermudah dalam menentukan kuantitas pivot, mengkostruksi selang kepercayaan, uji kriteria penduga 

terbaik parameter populasi, serta uji goodnes of fit. Dalam transformasi variabel distribusi rayleigh pada 

kasus tersensor tipe II, dilakukan dengan melakukan tranformasi 𝑦 = 𝑡2 sehingga diperoleh variabel baru 

yang berdistribusi EXP(𝜆2), selanjutnya dilakukan kembali transformasi 𝑤𝑖 = (𝑛 − 𝑖 + 1)(𝑦(𝑖) −

𝑦(𝑖−1)) yang menghasilkan sampel acak 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑟 Berdistribusi EXP(𝜆2). Berikut selang 

kepercayaan Parameter 𝜆2 distribusi Rayleigh pada sampel tersensor tipe II. 

(
2∑ 𝑡(𝑖)

2𝑟
𝑖=1 + (𝑛 − 𝑟)𝑡(𝑟)

2

𝜒
1−

𝛼
2

2 (2𝑟)
,
2 ∑ 𝑡(𝑖)

2𝑟
𝑖=1 + (𝑛 − 𝑟)𝑡(𝑟)

2

𝜒𝛼
2

2(2𝑟)
). 

Dengan menggunak rumus diatas diperoleng selang kepercayaan untuk 𝜆2 pada pada tingkat 

signifikansi 𝛼 = 5% sebagai berikut  

𝑃{194,8143 ≤ 𝜆2 ≤ 511,1441 } = 95%. 

3. Pada penelitian ini, inferensi asimtotik parameter Penerapan dari parameter estimasi likelihood maksimum 

distribusi Rayleigh pada data waktu hidup adalah waktu berhentinya mesin pengemas beroperasi.yaitu 

diperoleh informasi bahwa semakin lama suatu mesin pengemas beroperasi maka peluang atau kemampuan 

mesin bertahan hidup (survive) akan semakin kecil dan juga semakin lama mesin pengemas beroperasi maka 

laju kegagalan (hazard) akan semakin besar. 

4.2  Saran 

Pada penelitian ini penulis menunjukkan estimasi parameter distribusi Rayleigh berdasarkan sampel tersensor 

tipe II menggunakan metode likelihood maksimum, maka untuk penelitian selanjutnya penulis menyarankan agar 

peneliti lain dapat menunjukkan estimasi parameter dengan metode lain seperti metode kuadrat terkecil atau metode 

moment dan penulis juga menyarankan agar peneliti menunjukkan estimasi parameter untuk sampel tersensor tipe 

II pada distribusi lain dalam analisis uji hidup seperti distribusi gamma. 
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